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ATENCAO! 1
- Justifique suas respostas. 2
- Responda as questoes no quadro correspondente. 3
- Usar os versos das folhas como rascunho. ’ 4 ‘
- Os rascunhos nao serao corrigidos! | Final |
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(Introdugéoz )

A sardinha do Pacifico (Sardinops sagax caerulea) tem experimentado longos ciclos de abundéancia e rareamento
na Costa Oeste da Califérnia. Foi durante um periodo de abundancia, de 1920 a 1951, que a industria da pesca e
do processamento da sardinha se desenvolveu fortemente. A pesca total na Costa da Califérnia alcangou um pico
de 726124 toneladas durante a estagdo de pesca de 1936-1937 (de junho a maio). A populagdo comegou entdo um
grave periodo de declinio, a partir de 1940, alcancando em 1959 uma biomassa® estimada de 5% (0.2 milhoes de
toneladas) do nivel de 1934 (4 milhdes de toneladas). Existe uma concordancia geral de que a pesca indiscriminada
desempenhou um papel importante na dizimacao da sardinha do Pacifico durante este periodo. A industria de
pesca teve um sério declinio apds a estagao de pesca de 1950.

Apés 50 anos de pesca, um periodo de moratéria foi imposto pela legislagio da Califérnia em 1967. A partir
de 1980 a populagao comecou a dar sinais de recuperacao, apesar da abundancia ainda nao ser equivalente a de 1930.

Identificando as varidveis do problema

Acontece que tende a haver ciclos de longo alcance para as sardinhas do Pacifico. Esses ciclos ainda nao estao
completamente compreendidos, porém é certo que fatores tais como temperatura do oceano, disponibilidade de
nutrientes em aguas profundas, correntes de migracao, populagao de predadores e ledes marinhos, e é claro, a pesca,
desempenham um papel vital nestes ciclos. Queremos tratar aqui o periodo em que ocorreu a pesca em larga escala.
Devido ao grande impacto deste processo de pesca indiscriminada, seu efeito pode ser considerado dominante
neste intervalo de tempo, 1941-1951 e, com isso, os demais efeitos podem ser desprezados numa primeira abordagem.

Quais sao as informacoes relevantes até aqui para que possamos fazer uma andlise do comportamento da populagao
de sardinhas durante este periodo de tempo? Ao responder a essa pergunta estaremos identificando as varidveis
e parametros necessarios para a construcao do que chamamos de modelo matemético. Neste caso temos que a
biomassa da sardinha é a varidvel de estado (em milhoes de toneladas), e os parametros sdo: taxa de crescimento da
populagao (em milhdes de toneladas por ano), a biomassa maxima ou capacidade de duporte do meio (em milhoes
de toneladas) e a taxa de pesca (em milhées de toneladas por ano).

Com as varidveis e os parametros identificados, o préximo passo é construir uma equagao para a taxa de variagao
da varidvel de estado em funcao da prépria varidvel de estado, dos parametros do modelo e, possivelmente, do
tempo. Essa equagdo serd uma equacao diferencial ordindria (EDO).

Representando a biomassa de sardinha presente num dado instante de tempo por S(t), a taxa de crescimento da
populacao por r, considerada constante, a capacidade de suporte como K, também constante, e a taxa de pesca
como P, poderemos construir diferentes relacoes que poderao ser utilizadas para descrever o comportamento da
populagao.

_ %A biomassa é a quantidade de um determinado organismo em seu habitat. )




As informagodes biolégicas sugerem que é razodvel assumir que a taxa de variacdo da biomassa seja proporcional a

quantidade de sardinhas presentes num dado instante, sendo esta constante de proporcionalidade dada pela taxa de
crescimento da populagao, para a situagao sem interferéncia dos fatores externos tais como a pesca. Como primeira
aproximagao, entao, vamos considerar que a pesca possa ser desprezada.

Qual é a equacao diferencial que descreve a taxa de variacao da biomassa de sardinhas com o tempo nesta primeira
aproximagao?

1.b) | Resolva essa equagao considerando que a taxa de crescimento da biomassa é r = 0.20 e que S(0) = 1.0.

1.c)| Construa um esbogo para essa solucdo. Quais sdo as caracteristicas relevantes. Este resultado estd em concordancia
com os dados do periodo considerado?




2.c)

Vamos agora comegar a tornar o modelo um pouco mais realista incluindo a limitagdo do ambiente, isto é, a

capacidade de suporte K. Para isso, vamos considerar que a taxa de variacao da biomassa serd proporcional a
diferenca entre essa capacidade de suporte e a biomassa presente naquele instante. Considere K = 6.0

Escreva a equagao diferencial nesta nova situacao.
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Resolva essa nova equagao considerando r = 0.20 e S(0) = 1 e depois S(0) = 12.

Construa um esbogo para essas solugoes no mesmo par de eixos coordenados. Quais sao as caracteristicas relevantes.

Este resultado estd em concordéancia qualitativa com os dados do periodo considerado? Qual o papel da capacidade
de suporte?
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3. a)

Combinando os dois modelos anteriores obtemos o chamado modelo logistico ou modelo de Verhulst®. Esse modelo

¢é dado por
dS K-S
@S TR (1)

Resolva esta nova equacéo e esboce a solugao considerando S(0) =1, r = 0.2 e K = 6. Ressalte as diferencas entre
as abordagens utilizadas.

_ ¢P. F. Verhulst, matematico e bidlogo belga do século 19.
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Nas abordagens anteriores nao foi incluido o fator de pesca. Isso pode ser feito considerando, por exemplo, que a

pesca ocorre a uma taxa fixa, independente da quantidade de sardinha presente. Inclua esse fator na equagao do
modelo de Verhulst.

A simples inclusio deste fator de retirada de biomassa na equagao logistica faz com que aparega na solucgao os ciclos
de crescimento e decrescimento nao observados no modelo puramente logistico. No entanto, essa nova equagao nao
é de fécil solugao.

~

N

Quando trabalhamos com sistemas dindmicos é comum aparecerem sistemas com varias equagoes diferenciais, que
devem ser resolvidas em conjunto, a fim de descrevermos a evolucao temporal destes sistemas. Considere o seguinte
caso geral:
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Esse sistema também pode ser escrito na forma matricial
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As solucdes destes tipos de sistemas serdo da forma
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sendo k1 e ko constantes que dependem das condigoes iniciais do problema. Os nimeros A\; e Ay sao os autovalores
associados aos autovetores Zy; e Zpo da matriz A.
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Determine os autovalores e os autovetores para o seguinte sistema de equacoes:

dfigt) = —a(t) +2y(t)
d%t) = 3y(t)




